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P. Diaconis与I. M. Isaacs于2008年在 [25]中阐述了超特征标理论, 令G∗为G的π-正则元
的集合. Iπ(G) = {χ∗|χ ∈ Irr(G), χ∗ 6= µ∗ + ν∗}, 其中µ, ν ∈ Irr(G) , “∗”表示在 π-正则元
上的限制. 在第二章, 我们考虑π-可分群G的Iπ(G)与G∗的分划, 推广了文献 [25]的一些结
果.
第三章我们讨论了不可约Brauer特征标次数与零化问题. 设G为一个有限群. x ∈ G被
称为G的非零化元, 如果G的所有不可约特征标都不能零化它. 在文献[80]中, Masahiko
Miyamoto证明了如果A是有限群G的一个初等交换的正规q-子群，Q是G的一个西罗q-子
群，那么G的所有不可约特征标都不会零化Z(Q) ∩ A. 类似的, x ∈ G0被称为G的一个非
零化p-正则元, 如果对任意的ϕ ∈ IBrp(G), ϕ(x) 6= 0. 我们得到了如下结果.
假设G是一个满足π(G) 6= {p}的非平凡的可解群或者G的Fitting子群是非p-群, 那么
它含有非平凡的非零化p-正则元.
Gagola与Lewis用特征标次数以及特征标的核给出了幂零群的一个刻画. 群G幂零当且
仅当χ(1)2整除|G : kerχ|对所有的χ ∈ Irr(G). 类似的, 我们也给出了一个Brauer特征标版
本的刻画：
设G为有限群, 则G幂零当且仅当对任意的p ∈ π(G)以及ϕ ∈ IBrp(G), ϕ(1)2整除|G :
kerϕ|.
















In this paper we study an issue of finite groups and two issues on representation of
finite groups.
Chermak-Delgado measure was originally introduced by A. Chermak and A. Delgado.
It states that for a finite group G with subgroup H, the Chermak-Delgado measure of
H in G is referred as |H||CG(H)|. The set of all subgroups with maximal Chermak-
Delgado measure form a sublattice, CD(G), within the subgroup lattice of G, which is called
Chermak-Delgado lattice. In the first chapter, for a prime p, we give the classification of
the Chermak-Delgado lattice for finite p-groups with abelian 2-maximal subgroup.
Supercharacter theories for an arbitrary finite group were developed by Diaconis and
Isaacs. Let G∗ denote the set of all π-regular elements of G. Set Iπ(G) = {χ∗|χ ∈ Irr(G)
and χ∗ 6= α∗ + β∗ for characters α, β of G}, where χ∗ means the restriction of χ to G∗. In
the second chapter, we consider the partitions of Iπ(G) and G∗ for a π-separable group G.
We obtain some results which generalize those of [25].
In the third chapter we study irreducible Brauer character degree and vanishing issues.
Let G be a finite group. An element x ∈ G is called non-vanishing if χ(x) 6= 0 for
every irreducible complex character χ of G. Masahiko Miyamoto showed that if A is an
elementary abelian normal q-subgroup of a finite group G and Q is a Sylow q-subgroup of
G, then no irreducible character of G vanish on any element of Z(Q)∩A. Similarly, x ∈ G0
is called a non-vanishing p-regular element of G, if for every ϕ ∈ IBrp(G), ϕ(x) 6= 0. We
obtain the following result,
If π(G) 6= {p} is a nontrivial solvable group or it contains a Fitting subgroup which is
not a p-group, then G possesses a nontrivial non-vanishing p-regular element.
Gagola and Lewis gave a characterization of nilpotent group by using the degree and
kernel of characters. G is nilpotent if and only if χ(1)2 divides |G : kerχ| for χ ∈ Irr(G).
Similarly, we have a characterization of Brauer character theory version.
Let G be a finite group, then G is nilpotent if and only if ϕ(1)2 divides |G : kerϕ| for
any p ∈ π(G) and ϕ ∈ IBrp(G).
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纪初, 受J. W. R. Dedekind来信的鼓舞, G. Frobenius开始创立和发展群论中最系统和最
本质的部分, 即有限群的表示理论. 他通过研究与群有关的齐次多项式(当时称为群行
列式), 定义了有限群的常特征标. 群表示论就是用具体的线性群(矩阵群)来描述群的理
论. 其核心是群特征标理论. 在发表于1896年的三篇文章[35, 36, 37], G. Frobenius建立了
有限群特征标理论的基础, 解决了J. W. R. Dedekind提出的非阿贝尔群的群行列式分解
问题．从1896年至1907年间, G. Frobenius发表了20多篇论文, 从各方面扩展了特征标理




随后, G. Frobenius和W. Burnside把有限群的常特征标理论和复表示论发展到相当完
善的地步. 他们还给出了有限群的常特征标理论对有限群结构的应用. 例如, Burnside
关于paqb阶的群的可解性定理和Frobenius关于真正规子群存在的一个充分条件. 与G.
Frobenius差不多同时的H. Maschke与I. Schur在群表示的分解与可约性问题上作出了
重要贡献. 特别是G. Frobenius的学生I. Schur在1905年用现今称之为Schur引理的工具
把Frobenius和Burnside所建立的复杂理论做了系统简化. 1908年, J. H. M. Wedderburn建
立了现在称为Wedderburn-Artin定理的半单代数的基本定理. 第一个把群与代数的理论




















短的群表示理论证明了此定理. 过了60年, H. Bender [8] , D. M. Goldschmidt [42]以
及H. Matsuyama [78]才给出关于Burnside结果的独立于特征标理论的较长的证明.
Feit和Thompson在奇阶群可解的定理中发展了他们的证明思想. W. Burnside首先







E. Dickson, 而R. Brauer是模表示论的奠基人. 20世纪初, L. E. Dickson考察了特征为素
数p的域上的表示论. 他证明, 当素数p不整除有限群的阶时, 用于研究有限群复表示的方
法无需做重大修改即可用来讨论有限群在特征p的域上的表示, 并得到同样的结论. 但是,
当p整除有限群的阶时, L. E. Dickson在其文章[26, 27, 28]中给出了一些评论和例子说明，
情况截然不同. 1935年, I. Schur的学生R. Brauer开创了有限群的模表示论, 这为有限单群
的分类提供了工具上的准备. 模表示的一个特点是未必完全可约. 设p是一个素数, 有限




桥梁. R. Brauer与他的学生C. Nesbitt于1937年在[12]中引进了块的概念, 并在这篇文献中
























设有限群G作用于有限群H, S (G)是G的非单位的子群集合. 对任意的正实数α,
令mα = mα(G,H) = Sup{|A|α|CH(A)|
∣∣ A ∈ S (G)}. αM = αM (G,H) = {A ∈
S (G)
∣∣ |A|α|CH(A)| = mα}, A. Chermak 与A. Delgado在文献[21]证明了αM是一个子
群格, 并且用这个测度性质简化证明了由Timmesfeld给出的Thompson替换引理的一
个推广. Isaacs在文献[62]中的第一章最后一节讨论了上述测度的一类, 即H = G,
α = 1的情况. 并称这一类测度为Chermak-Delgado测度. 由这一测度导出的子群格
为Chermak-Delgado格. 并且得到一个定理：有限群G中存在交换的特征子群N满足








设Un(F)是特征为p的有限域F上的n× n幺模上三角矩阵群(group of unimodular upper
triangular matrices). 精确计算出Un(F)的不可约特征标和共轭类是有名的困难问题, 但
是C. A. M. André 于1995年在[4]中提出了基本特征标(basic character)理论, 当时其方
法仅适用于p ≥ n; 后来, 他于2002年在[5]中把其方法推广到了一般情形. 这期间, N.
Yan在[102]中阐述了变换特征标(transition character)理论, N. Yan的构造比较初等, 但对
于一般情形均适用, 并且也给出了和C. A. M. André类似的变换特征标理论.
P. Diaconis与I. M. Isaacs于2008年在[25]中阐述了超特征标理论, 从而上面的基本特
征标和变换特征标均是超特征标. 设J是特征为p的有限域F上的有限维幂零结合代数,
G = {1+x | x ∈ J},则G关于乘法(1+x)(1+y) = 1+x+y +xy成为一个群. 事实上, G是















造的群G称为基于J上的代数群(algebra group). 例如, 如果J是F上的严格上三角n × n矩
阵代数, 则对应的代数群同构于Un(F). 为了把Un(F)的超特征标理论推广到代数群上, P.
Diaconis与I. M. Isaacs推进了C. A. M. André [4]和N. Yan[102]中的工作.
粗略地讲, 在有限群的超特征标理论中, 不可约(复)特征标被超特征标代替, 而
共轭类被超类代替. 细致地讲, 设G为有限群, Irr(G)为G的不可约(复)特征标集合. 假
定G与Irr(G)被分别划分为非空子集的族K与X . 假设对于每个X ∈ X , 存在一个特征
标χX , 其不可约成分均在X中, 并且使得下面的假定成立:
(a) |K| = |X |;
(b) 特征标χX在K的成员上取值为常值;
(c) {1} ∈ K.
则χX称为超特征标(supercharacter), 而K的成员称为超类(superclass). 而且, 对于有限
群G来说, 划分X与K, 加之选取的那些特征标χX形成一个超特征标理论(supercharacter
theory), 只要上面的(a), (b)与(c)成立.
对于任意一个有限群G, 存在两个平凡的超特征标理论: 其一, X为单点集组成的族; 其
二, X = {{1G}, Irr(G)−{1G}},其中1G为G的主特征标.对应于第一种情形时的超类为G的
共轭类; 第二种情形时的超类为{1}和G− {1}, 超特征标为1G和ρG − 1G, 其中ρG为G的正
则特征标. 对于有些群来说, 平凡的超特征标理论是其仅有的情形, 例如, 对称群S3. 存在
非平凡的超特征标理论的最小阶的群是4阶循环群C4. 对于C4 = {1, a, a2, a3}来说, 我们
有Irr(C4) = {1C4 , λ1, λ2, λ3}, 其中λ1和λ3是忠实的不可约特征标. 可取|K| = 3 = |X |, 其
中K = {{1}, {a2}, {a, a3}}, X = {{1C4}, {λ2}, {λ1, λ3}}.
A. O. F. Hendrickson于2008年在其博士论文中讨论了循环p-群的超特征标理论. 随
后, B. A. Otto于2009年在其博士论文中讨论了代数群的超特征标理论. 对于辛群和正交
群, C. A. M. André与A. M. Neto讨论了它们的Sylow p-子群的超特征标理论. 关于模型
群(pattern group), P. Diaconis与N. Thiem给出了一些关于模型群的超特征标公式.
对于Brauer特征标, 陈晓友和曾吉文老师在文献[20]中也建立类似的理论. 设G是有限
群, p为一个固定的素数, G0为G的p-正则元的集合, 而cl(G0)表示G的p-正则元所在的共轭
类的集合. IBr(G)表示G的不可约p-Brauer特征标的集合.















标θY , 其不可约Brauer成分都在Y中. 若可以找到G
0的一个划分为K 的族使得Brauer特征
标θY在K ∈ K 上取常值,并且|Y | = |K |. 还要求{1} ∈ K . 在这种情况下,称θY为G的超
-Brauer特征标(super-Brauer character), 而K ∈ K 称为超-正则类(super-regular
class).
对任意有限群G, 存在两类平凡的超-Brauer特征标理论: 其一, Y由单元素集合组成;
其二, Y = {{1G0}, IBr(G)−{1G0}},其中1G0是G的主Brauer特征标. (在后一种情形里,要
求| IBr(G)| > 1.) 第一种情况里对应的超-正则类为G的正则类; 在第二种情形里, 超-正则





假设Iπ(G)被划分为Y , 并且假定对每一个Y ∈ Y , 选择一个非零π-Brauer特征
标θY , 其不可约成分都在Y中. 若可以找到G
∗的一个划分为K 的族使得π-Brauer特征
标θY在K ∈ K 上取常值, 并且|Y | = |K |. 还要求{1} ∈ K . 在这种情况下, 称θY为G的
超-π-Brauer特征标(super-π-Brauer character), 而K ∈ K 称为超-π-正则类(super-
π-regular class). 并且称Y和K 以及θY形成G的一个超-π-Brauer特征标理论.
对任意有限群G, 存在两类平凡的超-π-Brauer特征标理论: 其一, Y由单元素集合组成;
其二, Y = {{1G∗}, Iπ(G) − {1G∗}}, 其中1G∗是G的主π-Brauer特征标. (在后一种情形里,
要求|Iπ(G)| > 1.) 第一种情况里对应的超-π-正则类为G的π-正则类; 在第二种情形里, 超
-π-正则类为{1}与G∗ − {1}, 而此时的超-π-Brauer特征标为Φ1(1)1G∗与ρ∗ − Φ1(1)1G∗ , 其







paii 是自然数n的素因子分解, 定义ω(n) =
k∑
i=1





















ω(ni), σ(G) = max
i
σ(ni), τ(G) = max
i
τ(ni), 最后定义ρ(G)是所有ni的素因子集合.
类似地，我们可以定义cdp(G), ωp(G), σp(G), τp(G).
著名的Itô-Michler定理([51, Theorem 5])称若p 6∈ ρ(G), 即p不整除G的所有的不可
约特征标的次数当且仅当G有正规交换的西罗p-子群. 与之对偶的是Thompson定
理([51, Theorem 6]), 即若对所有的ni > 1, p|ni, 则G p-幂零. Isaacs与Passman在文
献([53, Theorem C 4.8])以及文献([54, Theorem 6.18])中给了ω(G) = 1的群的完全分
类, Huppert在文献[50]中称ω(G) = 1的群为Isaacs-Passman群. 随后Huppert与Manz在
文献[49]分类了ω(G) = 2, 特别地, 当G可解且ω(G) = 2, 可以得出导长dl(G) ≤ 4.
Huppert在文献[48]中证明了更一般的结论, 设G可解, 若ω(G) > 1, 则dl(G) ≤ 2ω(G).
Manz在文献[73]与文献[74]中给了σ(G) = 1(G的不可约特征标次数都是素数阶幂)分类.
Huppert与Manz在文献[47]中对τ(G) = 1(G的不可约特征标次数无平方因子)做了讨论.
特别地, 当G可解时, dl(G) ≤ 4且幂零类c(G) ≤ 3. Leisering与Manz在文献[66]证明了更一
般的结果：dl(G) ≤ 4(τ(G) + 1). 下面我们介绍ρ− σ猜想. (a)若G可解, 则|ρ(G)| ≤ 2σ(G).
(b)对一般的群, |ρ(G)| ≤ 3σ(G). Manz在文献[73]中证明了当σ(G) = 1时猜想成立.
Gluck在文献[40]中证明了σ(G) = 2时猜想成立. 他们俩在文献[41]中证明了当G可解,
|ρ(G)| ≤ 3σ(G) + 32, 若G还满足每个正规的西罗子群交换, 则|ρ(G)| ≤ 2σ(G) + 32. 猜
想对单群成立, 且可解时, 猜想的上界也是给的最好的, 例如σ(S4) = 1, ρ(S4) = 2.
Manz与Wolf在文献[75]中证明了对一般的有限可解群|ρ(G)| ≤ 3σ(G) + 2, 并且他们提出
了加强版的ρ − σ猜想: 对有限群G, |ρ(G)| ≤ 2σ(G) + 1. Casolo与Dolfi在文献[19]证明了
对任意有限群G, |ρ(G)| ≤ 7σ(G). Tong-Viet在文献[98]中证明了加强版的ρ − σ猜想对几
乎单群(群G被称为带有基柱S的几乎单群若存在非交换单群S使得S £ G ≤ Aut(S))以
及σ(G) ≤ 2的有限群成立. 特别地, 在他的定理A中证明了若G ∼= PSL(2, 2f ), 其中f ≥ 2
且|π(2f − 1)| = |π(2f + 1)|, 则|ρ(G)| = 2σ(G) + 1.
下面我们看Brauer特征标次数的问题.设F是一个特征为p > 0的代数闭域.不可约FG-
模的维数整除G的结论不成立. 例如cd7(PSL(2, 7)) = {1, 3, 5, 7}. 著名的Fong-Swan定理

















立, 例如cd2(PSL(2, 9)) = {1, 8}. Navarro在文献[83]若q 6= p是一个素数, 若FG ∼= FH并
且G q-幂零, 则H q-幂零. 若G是p可解的, 且cdp(G)的元或者是1或者是q的倍数, 则G q-幂
零. Huppert在文献[50]中证明了若G p-可解且Op(G) = 1. 若ωp(G) = 1(也就是cdp(G)只
含有1跟素数), 则或者ω(G) = 1(也就是Isaacs-Passman群)或者p = 3, G′ ∼= SL(2, 3),
|G/G′Z(G)| = 2. Tong-Viet在文献[97]中的定理C推广了这一结果, 他证明了若G为
有限群且Op(G) = 1, ωp(G) = 1. 则下列条件之一成立:(1) G可解, ω(G) = 1; (2)
G可解, p = 3, G′ ∼= SL(2, 3)且|G/G′Z(G)| = 2; (3) G非可解, G′ ∼= PSL(2, p), 其
中p ∈ {5, 7}且|G/G′Z(G)| ≤ 2. Leisering于文献[67]推广了这一结果得到了若G可解,
Op(G) = 1且τp(G) = 1(也就是cdp(G)的元无平方因子), 则τ(G) ≤ 2. Bernhardt(见
文献[51])讨论了|cdp(G)|为2的满足Op(G) = 1的可解群G的导长的一些估计. 得到了
若p > 2, 则dl(G) ≤ 3, 若p = 2, 则dl(G) ≤ 4. Huppert在文献[51]中的定理21之后
问了个问题, 当p是奇素数时, 是否存在不可解的G满足|cdp(G)|为2. 他提这个问是
基于cd2(PSL(2, q)) = {1, q − 1}, 其中q = 2m + 1是梅森素数或者q = 9. Navarro,
Tiep, Tong-Viet在文献[86]中的定理B给Huppert的这个问题给了肯定的回答(不存在).
并且他们的定理A证明了当p是奇素数, G的非线性的不可约Brauer次数都被p整除,
若p ≥ 5, 则G可解, 若p = 3, 非线性不可约Brauer次数的p-部分最多取2个不同值, 则G可








非p-群的有限可解群的Brauer特征标表存在非平凡的列不取零值. 关于σp(G) = 1(不
可约Brauer特征标次数是素数幂)的研究最近也很热. Tiep与Willems在文献[96]中分
类了不可约Brauer特征标次数是固定素数幂的拟单群(即导群等于自身且模完中心
是单群的群). Bessenrodt与Weber在文献[7]中分类了满足σp(G) = 1对称群以及交错
群. Tong-Viet在文献[97]中的定理A中分类了满足σp(G) = 1的拟单群以及定理B分















若G为有限可解群(Op(G) = 1), 则σp(G) = 1可推出|ρp(G)| ≤ 2. 对p为奇素数的非可解
群(Op(G) = 1)而言, Tong-Viet在文献[97]中给出了σp(G) = 1可推出|ρp(G)| ≤ 5. 并且上







理([100, Theorem2.2]): 设G为有限群且含有投射特征标Φ满足(a)Φ(1) = |G|p, (b)Φ(x) 6=
0对所有的p′-元x ∈ G成立, 则Willems猜想成立.
当G为p-可解群时，我们取Φ = Φ1即平凡模的投射覆盖(它等于p-补上平凡特征标诱导





















(a) l(B) = 1, 并且等号成立.
















(2)B的所有的不可约特征标ϕ都满足 |G|p|D| = ϕ(1)p.










若p是一个素数并且P ∈ Sylp(G), 则对所有的χ ∈ Irr(G), p不整除χ(1)当且仅当P正规
于G且交换. Brauer高零猜想提供了一个方法来得到P交换, 只需要考虑G的主p-块的特
征标Irr(B0)就可以. 即P交换当且仅当对所有的χ ∈ Irr(B0), p不整除χ(1). (高零猜想
的必要性已经被R. Kessar和G. Malle在文献[64]证明) 最近, G. Malle与G. Navarro在文
献[72]证明了P正规于G当且仅当对所有的(1P )
G的不可约成分χ, p不整除χ(1). 其它对特
征标次数定理的重大的改进是通过考虑合适的值域. 例如, S. Dolfi, G. Navarro与P. H.
Tiep在文献[29]证明了若G的所有的实不可约特征标的次数都是奇次的, 则G有正规的西
罗2-子群. 要想得到P的正规性, 另一个改进Itô-Michler定理的方法是仅仅考虑p-有理特征
标(不可约特征标的值域包含于分圆域Qn, 其中n不能被p整除). G. Navarro与P. H. Tiep证
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